Procesy stochastyczne
Lista 6

Zad 1. Wykazac, ze proces Wienera W = {W, },c[0.) nie jest catkowalny w kwadracie, ale jest lokalnie
catkowalny kwadracie.

Zad 2 (Uogolnione twierdzenie o zatrzymaniu calki stochastycznej). Wykazaé, ze jesli X € AZ (jest
lokalnie catkowalnym w kwadracie procesem prognozowalnym) i 7 jest momentem stopu, to 1jy ve AZ

oraz tAT t
/ Xth - / 1[077-]Xth.
0 0

Zad 3. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania takim, ze E(7) < co. Wykaza¢, ze Iy, € L2 oraz
Jo T0,71(s)dW's = W,. Wywnioskowac stad, ze E(W,) = 0 oraz E(W?) = E(1).

Zad 4. Wykaza¢, ze kazdy ciagly martyngal lokalny M = {M,},.7, ktorego trajektorie maja skonczone
wahanie na kazdym przedziale [0, ] jest stale rowny M,.

Zad 5 (Jednoznacznosé rozktadu Dooba-Meyera). Niech M € M%floe wykazaé, ze z doktadnoscia do
proceséw nierozroznialnych, istnieje co najwyzej jeden proces (M) = {(M):}iejo.r) taki, ze

1) (M)o = 0;
2) (M) ma ciagte, niemalejace trajektorie;
3) {M}? — (M)}iep,r) jest martyngaltem.

Zad 6. Wykaza¢, ze jesli M € M35, M =0,i X € A3(M) to N = [ XdM € Mz, N =0 oraz
odwzorowanie

AG(M )9Xr—>/XdW€/\/lTloc

jest liniowe.

Zad 7. Dla dowolnych cigglych martyngaléw lokalnych M i N, wykazac, ze
a) (M, M) = (M) = (=M),
b) (M, N) = (N, M),

d) przeksztalcenie (N, M) — (N, M) jest dwuliniowe,

p
e) (M",N")=(M",N)=(M,N") = (M,N)", dla kazdego momentu stopu 7,
J

)
)
¢) (M — My, Ny = (M,N — No) = (M — My, N — Np) = (M, N),
)
)
f)

esli X € AZ(M)iY € AZ(N), to ([ XdM, [ YdN) = [ XYd(M, N).
Zad 8. Niech M = {M;};«7 € M%joc, My =0, oraz t <T < oco. Wykazac, ze
= Jy dM,
) Jo ModM, = 5MZ = 5(M):,
) [7sdM, = tM, — [} Mds,
d) Jo M2dM, = M} — [ Mds.

Zad 9. Uzupelni¢ dowod wzoru Ito.



