
Procesy stochastyczne
Lista 6

Zad 1. Wykaza¢, »e proces WieneraW = {Wt}t∈[0,∞) nie jest caªkowalny w kwadracie, ale jest lokalnie
caªkowalny kwadracie.

Zad 2 (Uogólnione twierdzenie o zatrzymaniu caªki stochastycznej). Wykaza¢, »e je±li X ∈ Λ2
T (jest

lokalnie caªkowalnym w kwadracie procesem prognozowalnym) i τ jest momentem stopu, to 1[0,τ ]X∈Λ2
T

oraz ∫ t∧τ

0

XdWt =

∫ t

0

1[0,τ ]XdWt.

Zad 3. Niech τ b¦dzie momentem zatrzymania takim, »e E(τ) < ∞. Wykaza¢, »e I[0,τ ] ∈ L2
∞ oraz∫ τ

0
I[0,τ ](s)dWs = Wτ . Wywnioskowa¢ st¡d, »e E(Wτ ) = 0 oraz E(W 2

τ ) = E(τ).

Zad 4. Wykaza¢, »e ka»dy ci¡gªy martyngaª lokalnyM = {Mt}t<T , którego trajektorie maj¡ sko«czone
wahanie na kazdym przedziale [0, t] jest stale równy M0.

Zad 5 (Jednoznaczno±¢ rozkªadu Dooba-Meyera). Niech M ∈ M2,c
T,loc wykaza¢, »e z dokªadno±ci¡ do

procesów nierozró»nialnych, istnieje co najwy»ej jeden proces 〈M〉 = {〈M〉t}t∈[0,T ] taki, »e

1) 〈M〉0 = 0;

2) 〈M〉 ma ci¡gªe, niemalej¡ce trajektorie;

3) {M2
t − 〈M〉}t∈[0,T ] jest martyngaªem.

Zad 6. Wykaza¢, »e je±li M ∈ M2,c
T,loc, M ≡ 0, i X ∈ Λ2

T (M) to N =
∫
XdM ∈ M2,c

T,loc, N ≡ 0 oraz
odwzorowanie

Λ2
T (M) 3 X 7−→

∫
XdW ∈M2,c

T,loc

jest liniowe.

Zad 7. Dla dowolnych ci¡gªych martyngaªów lokalnych M i N , wykaza¢, »e

a) 〈M,M〉 = 〈M〉 = 〈−M〉,

b) 〈M,N〉 = 〈N,M〉,

c) 〈M −M0, N〉 = 〈M,N −N0〉 = 〈M −M0, N −N0〉 = 〈M,N〉,

d) przeksztaªcenie (N,M) 7→ 〈N,M〉 jest dwuliniowe,

e) 〈M τ , N τ 〉 = 〈M τ , N〉 = 〈M,N τ 〉 = 〈M,N〉τ , dla ka»dego momentu stopu τ ,

f) Je±li X ∈ Λ2
T (M) i Y ∈ Λ2

T (N), to 〈
∫
XdM,

∫
Y dN〉 =

∫
XY d〈M,N〉.

Zad 8. Niech M = {Mt}t<T ∈M2,c
T,loc, M0 ≡ 0, oraz t < T ≤ ∞. Wykaza¢, »e

a) Mt =
∫ t

0
dMt,

b)
∫ t

0
MsdMs = 1

2
M2

t − 1
2
〈M〉t,

c)
∫ t

0
sdMs = tMt −

∫ t
0
Msds,

d)
∫ t

0
M2

s dMs = 1
3
M3

t −
∫ t

0
Msds.

Zad 9. Uzupeªni¢ dowód wzoru Ito.
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